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  :فصل پنجم

  آناليز برداري

nRnRDF اگر  :تعريف   .را يك ميدان برداري مي ناميمFآن گاه، :⊇→

)                             :مثال ) 




= 22 yxyxF ,,     

  .دهد ار نسبت مييك بردnRيك ميدان برداري تابعي است كه به هر نقطه از فضاي

) :                                         مثال ) ( )yxyxF −−= ,,  

  

  

  

  

 

  :مثالهايي از ميدانهاي برداري 

حاصـل از نيـروي وارد شـده بـر يـك جـسم       ميدان   -3  ميدان مغناطيسي   -2 زمين   ميدان جاذبه  •

)اگر )nfffF ,,, K21=      هاي لفهؤهر يك از ميك ميدان برداري باشد آن گاهF يعنـيif  هـا

  . متغيره استnيك تابع 

ها، مثلاً  مؤلفه هر يك از  برايگردد به خواص مشابه ها بر مي بررسي خواص حدود و پيوستگي ميدان

   به صورت زير استix نسبت به متغير Fمشتق جزئي 
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nnپذير بودن يك ماتريس   در صورت مشتقFهمچنين مشتق كل    به صورت×
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2RDاگر  2RDF و يك ناحيه باشد ⊇    را به صورت F يك ميدان برداري آنگاه مي توانيم :→
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yxQyxPyxF ji  

 مشتق پذير باشـد،     Fدر اين حالت اگر     . نويسيم ب  مي باشند  D توابع دو متغيره روي      Q و   Pكه در آن    

  ماتريس مشتق آن به صورت 
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33اگر  RRDF   به صورت  را F يك ميدان برداري باشد، مي توانيم :⊇→

                            kji zyxRzyxQzyxPzyxF ),,(),,(),,(),,( ++=  

  .  بنويسيم مي باشندD توابع حقيقي سه متغيره روي R و Q و Pكه در آن 

  :مثال

                            kji zyxezyexzyxzyxF
222 ++++=),,(  

RRDfاگر • →⊆    تعريف شده باشد آنگاه:3

                   kji zyxzfzyxyfzyxfzyxf x ),,(),,(),,(),,( ++=∇  

  .  مي ناميمfرا يك ميدان گراديان وابسته به تابع 
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 موجود  f در صورتي كه تابع حقيقي        را يك ميدان برداري پايدار مي ناميم       Fميدان برداري   : تعريف

fFباشد به طوري كه    .  مي ناميمF را تابع پتانسيل ميدان fدر اين صورت تابع  . =∇

  ميدان جاذبه زمين كه به صورت : مثال
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يك ميدان پايدار با تابع پتانسيل 
222 zyx

mMG
zyxf

++
  .  است),,(=

).(),(                                      : مثال xyxy xeyeyxF =  

xyeyxfيك ميدان برداري پايدار با تابع پتانسيل          .     است).(=

  :انتگرال منحني الخط 

]يك منحني باشد كه توسط تابع برداري Cاگر ] nRbatr   : داده شده باشد، آن گاه )(:,→

]  درt براي هر يك منحني هموار است اگرC )الف ]ba, ، r ′≠0 پيوسته و ′ )(tr.   

)از نقطه ي ابتدا به انتهاست يعني از Cجهت منحني  )ب )ar  به  ( )br.   

  

  

)  بسته است اگر نقطه ي ابتدا و انتها بر هم منطبق باشند يعنيCمنحني  )پ ) ( )brar =.   

      مثبت  اين جهت را جهت.  منحني بسته خلاف جهت حركت عقربه هاي ساعت استجهت يك

  .ناميم مي

  

  

  )غير از نقاط ابتدا و انتها( ساده است اگر خودش را قطع نكند Cمنحني) ت

)(br 

)(ar 



 ٤

  

  

  :انتگرال يك تابع چند متغيره روي منحني 

]ني توسط تابع  يك منحC فرض كنيد ] nRbatr →= RRDfوباشد  )(, n تعريف شده :⊇→

  :كران دار باشد تعريف مي كنيمCباشد و روي منحني

                                                  { }ntttatP 〈〈〈〈== K210  

                                                    

  

  

  

   به صورت زير P نسبت به افراز C روي منحني fجمع هاي جزيي 

                                             ( ) ( )∑
=

∆=
n

i
ii trtfrfPs

0

)(,, *  

)()()(                              كه در آن 1−−=∆ iii trtrtr                

*و
it نقطه ي دلخواه در فاصله ي[ ]ii tt   . است−1,

)اگر:  تعريف )rfps
p

,,lim
0→

ناميده و با  Cرويfموجود و متناهي باشد مقدار حد را انتگرال

∫تعلام
C

dsf   . نشان مي دهيم.

براي محاسبه ي انتگرال نيز با شرط . پيوسته باشد، آن گاه انتگرال پذير استCرويfاگر: قضيه

)ندپيوسته بو )tr′ فرمول ساده ي   
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 منحني ساده
 منحني غير ساده

)( 2tr )( 1tr 

b a 
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( )( ) ( ) dttrtrfdsf

C
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′=∫ ∫ ..  

  .را خواهيم داشت

)فرض كنيم    :اثبات  ) ( ) ( ) ( )( )tztytxtr ,,= 
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  :طبق قضيه مقدار ميانگين داريم 

                                   [ ] 21222

321
∑ ′+′+′= )()()())(( ))) (((

*
iii ttti zyxtrf  

  .     و با حد گيري داريم

                       ∫∑ ′=∆′
→
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dttrtrfttrtrf .)(.)((.)())((lim *
1

0

                           

)منحني C  فرض كنيد  :مثال   ) ( ) ( )ttttrt ,sin,cos=≤≤ π20 و ( ) zxyzyxf +==  .اسـت  ,,

∫مطلوبست محاسبه ي 
C

dsf ..   

                        داريم             :      حل
( ) ( )
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tttr ,cos,sin
  

  و لذا
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 منحني هـاي همـوار      2C و   1C توابع پيوسته و     g و   fفرض كنيد   : خواص انتگرال منحني الخط   

  .باشند



 ٦

1   (                                                                   ∫∫∫ ±=±
111 CCC

dsgdsfdsgf )(  

2                                                                   (            ∫∫ ≤

11
CC

dsfdsf .  

 روي Xاگر براي هر ) 3
1C ، )()( XgXf ∫∫ ، آنگاه        ≥ ≤

11 CC

dsgdsf ..  

4                                                                                    (∫∫ −=
−

11
CC

dsfdsf ..  

كه در آن 
1C−همان منحني 

1C است كه در جهت عكس يعني از )(br به )(ar  طي شده است.  

1    طول قوس   )                                                                                 5

1

Cds

C

=∫  

6   (L 1طول منحنيCاست        .                                         LXfdsf

C

.)(. 0

1

=∫  

21اگر ) 7 CCC U=            ،آنگاه ،                    ∫∫∫ +=
21 CCC

dsfdsfdsf ...  

در تعـداد متنـاهي نقطـه همـوار نباشـد آن         Cمي توان در صـورتي كـه منحنـي        ) 7(با استفاده از خاصيت     

  .جتماع تعداد متناهي منحني هموار نوشته و سپس انتگرال را حساب كردرا به صورت ا Cگاه

مثلاً براي محاسبه ي انتگرال روي يك مربع و يا يك مثلث يا به طور كلي منحني كه از تعداد متناهي 

  .خط شكسته تشكيل مي شود

 ماده اي در هر نقطه از يك مشخص كننده ي چگاليf اگر تابع: كاربرد انتگرال منحني الخط

∫باشد آن گاه انتگرال ) به عنوان يك منحني(سيم باشد 
C

dsf كل ماده ي موجود در سيم را محاسبه .

  .مي كند



 ٧

 C مشخص كننده ارتفاع حصار در هر نقطه ازf مشخص كننده مرز يك ناحيه و Cاگر  •

∫باشد آنگاه 
C

dsf   .را محاسبه مي كند  مساحت حصار .

  C  روي منحنيF ميدان برداري انتگرال •

  .)Cوي منحنيرFمحاسبه كار انجام شده توسط ميدان(انتگرال يك ميدان برداري روي منحني 

 توسط Q به نقطه P براي حركت يك جسم از نقطه Fمي دانيم كار انجام شده توسط نيروي ثابت 

dFW   .  است محاسبه مي شودPQ طول پاره خط d  كه در آن =.

nnحال اگر  RRDF براي .  جاي داردD يك منحني كه در C يك ميدان برداري باشد و :⊇→

  .ورت زير عمل مي كنيم به صC روي Fمحاسبه كار انجام شده توسط 

                                                                                      

  

  

  

                                                { }btttatP n =〈〈〈〈== ...210
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i trtrtrFrPFS  

)اگر )
0→P

rPFLimS  ناميده Cروي منحنيFموجود و متناهي باشد آن گاه مقدار حد را انتگرال ميدان,,

∫و با انتگرال
C

drF   .نشان مي دهيم.

  . انتگرال پذيراستC روي Fشد آن گاه  پيوسته باCرويFاگر ميدان :قضيه 

   پيوسته باشد آن گاه C رويF  يك منحني هموار وC اگر:قضيه 
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)  فرض كنيد:مثال ) ( )xyyxyxF ,, += بين دو Fمطلوبست محاسبه ي كار انجام شده توسط ميدان2

)نقطه ي )و ,00( )11,     

xy  روي مسير)الف =  

2xyروي مسير   ) ب =  

  

  

  

  

  

xyC               )                              روي مسير الف =:    
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همانطور كه مي بينيم كار انجام شده روي دو مسير متفاوت يكسان نمي باشد، لذا نتيجه مي گيريم كار 

ر قسمت هاي آينده شرايطي را د.  بين دو نقطه به مسير طي شده بستگي داردFانجام شده توسط ميدان

 .معرفي خواهيم كرد كه تحت آن شرايط كار انجام شده به مسير بستگي ندارد

33 RRF →: 

( ) ( ) ( ) ( )( )zyxPzyxNzyxMzyxF ,,,,,,,,,, = 

( ) ( ) ( ) ( )( )tztytxtrC ,,: =  

  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )
zdyd

dttzdttydttxtrPtrNtrMdttrtrF ′′′=′ ,,.,,..
 

  ∫∫ ++=⇒

CC

PdzNdyMdxdrF.  

∫∫ +=⇒→
CC

NdyMdxdrFRRFif .: 22 

  نتگرال      ا: مثال

∫ +

−=
C yx

ydxxdy
I
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   . مي باشد را محاسبه كنيدa شعاع مركز مبدأ و دايره اي بهCكه در آن

  داريم:  حل

  

                                                          )cos,sin()( tatatr −=′  

∫∫ ==
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( ) ( ) ( ) ( )( )tztytxtr ′′′=′ ,,

( ) ( ) ⇒≤≤= π20 ttatatrC ,sin,cos:
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همچنين  است و Dيك منحني هموار در ناحيه ي Cفرض كنيد) : قضيه اساسي حسابان(قضيه 

 :، آنگاه باشدfديان با تابع پتانسيليك ميدان گراF اگر. است1Cاز مرتبه يDرويFميدان

( )( ) ( )( )arfbrfdrF

C

−=∫ .  

33 اگر:نتيجه  RRDF  باشد به طوري كه مشتقات fبرداري با تابع پتانسيل يك ميدان :⊇→

به مسير  D در Bو A  بين دو نقطهFه اند، آنگاه كار انجام شده توسط  پيوستD روي Fجزئي 

  :ريم  داو بستگي ندارد،  D  درBو Aطي شده بين

( ) ( )AfBfW −=  

  

  

  

  .در اين جا دو سوال مطرح مي شود

  است؟ يا يك ميدان پايدارچگونه تشخيص دهيم يك ميدان گراديان -1

 را محاسبه كنيم؟Fچگونه تابع پتانسيل -2

kzyxRzyxQzyxPzyxF اگر : تعريف ji ),,(),,(),,(),,(  يك ميدان برداري روي =++

3R باشد به طوري كه مشتقات جزئي P و Q و R موجود باشند، آنگاه كرل ميدان F ميدان 

  برداري تعريف شده به صورت 

                       .)()()( kji
y

P
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R
Fcurl
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  .است

   را به صورت ∇)( دلتا عملگر مشتق

D B 

A 

1c 

2c 
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                                                     kji
zyx ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=∇  

  .معرفي مي كنيم

                                      .

RQP

zyx
FFcurl

kji

∂
∂

∂
∂

∂
∂=×∇=  

33اگر : قضيه RRF ؤلفه هاي آن داراي مشتقات جزئي پيوسته   يك ميدان برداري باشد كه م:→

  . يك ميدان برداري پايدار استF ، آنگاه Fcurl=0باشند و 

22  اگر :نتيجه RRF ji و :→ yxQyxPyxF ),(),(),(   دارايQ و P به طوري كه=+

=0مشتقات جزئي پيوسته باشند و 
∂
∂−

∂
∂

x

Q

y

P آنگاه ، Fيك ميدان پايدار است .  

kjiاگر :  تعريف zyxRzyxQzyxPzyxF ),,(),,(),,(),,(  يك ميدان برداري روي =++

3R باشد به طوري كه 
y

Q

x

P

∂
∂

∂
∂

 و ,
z

R

∂
   به صورت F باشند آنگاه ديورژانس  موجود∂

                                            .    
z

R

y

Q

x
Fdiv

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ρ  

  .تعريف مي شود

  :با توجه به عملگر دلتا داريم

                                                             FFdiv .∇=  

kjiاگر: قضيه zyxRzyxQzyxPzyxF ),,(),,(),,(),,(  3R يك ميدان برداري روي =++

  داراي مشتقات جزئي مرتبه دوم پيوسته مي باشند، آنگاه R و Q و Pبه طوري كه 

                                                       .  0=)( Fcurldiv   

  انتگرال )   238مسأله ي  ( : مثال
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( ) ( ) dyxyxdxyyx 2332
33 +++∫

γ
  

  .را محاسبه كنيد

=−1قسمتي از خم γكه در آن xxey است كه نقطه),( ),( را به 00    . د وصل مي كن11

2332داريم                   :  حل
33 xyxNyyxM +=+= ,  

چون
x

N

y

M

∂
∂=

∂
  . استپايدار است پس ميدان يك ميدان ∂

  .براي محاسبه ي تابع پتانسيل از تعريف استفاده مي كنيم
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( ) ( )
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 از برابريgبراي محاسبه ي
y

f
N

∂
  .استفاده مي كنيم =∂

( ) ( ) )( ygxyyxygdxyyxfyyx
x

f
M ++=++=⇒+=

∂
∂= ∫ 333232

33 

( ) Cygygxyxygxyx
y

f
N =⇒′⇒+=′++=

∂
∂= )()(3323

33 

( ) Cxyxyxf ++= 33, 

( ) ( ) 20011 =−=∫ ,,. ffdrF

C

  

  :روش ساده تر براي محاسبه ي تابع پتانسيل 

انتخاب را است )  و متغيرهاي ظاهر شدهنسبت به جمع(تابعي كه داراي بيشترين جملات Nو Mبين

 بررسي مي كنيم براي اين كه مشتق آن  ومي كنيم از آن تابع نسبت به متغير نظير انتگرال مي گيريم

  . چند جمله اي بايد اضافه شود چهنسبت به ساير متغيرها، برابر مؤلفه هاي نظير باشد



 ١٣

32
3 yyxM +=  

2
3

3 xyxN +=  

33 xyyxdyNf +== ∫  

   گيريممي  مشتقxبه  نسبت fاز تابع

                                                        Myyx
x

f =+=
∂
∂ 32

3  

  نيازي به اضافه كردن جملاتي غير از عدد ثابت نمي باشد پس 

                                               Cyyxyxf ++= 32
3),(.   

)تعريف شده به صورت F نشان دهيد ميدان:مثال ) ( )zexzeyzezyxF xyxyxy
2+=  يك ,,,,

  .را بدست آوريدFميدان گراديان است و تابع پتانسيل

)         : حل ) ( ) xyxy ezyzyxMezxzyxN == )  و  ,,,,, ) zezyxP xy
2+=,, .  

P را انتخاب مي كنيم و   

                           .)( 2
2 zezzdzezdPf xyxy +=+== ∫ ∫  

  :همچنين داريم

                                                   Mezy
x

f xy ==
∂
∂  

  و 

                                                .Nezx
y

f xy ==
∂
∂  

ــسيل         ــابع پتان ــس ت ــد پ ــي باش ــد نم ــلات جدي ــردن جم ــافه ك ــه اض ــازي ب ــابراين ني ــورت  Fبن ــه ص  ب

Czez xy ++   .است     2
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ــال ــد :مث ــرض كني ــره ي  C ف ــشترك ك ــصل م 1 ف
222 =++ zyx ــتوانه xy و اس sin= ــت و  اس

( ) ( )zyxyx zeyexezyxF sincos,,,,
2222

22
∫مطلوبست محاسبه ي=++

c

drF..  

) نقطه يCتوجه داشته باشيد كه )100 ,,Aرا به نقطه ي( )100 −,,Bوصل مي كند.  

   :حل

                        
22

2
yxxeM و       =+

22

2
yxyeN zzeP    و   =+ sincos=.    

  :داريم

),,(,,

cos sin

0004400

22

2222

2222

=




 −=

∂
∂

∂
∂

∂
∂= ++

++

yxyx

zyxyx

xyexye

zeyexe

zyx
curLF

kji

  

  . به صورت زير عمل مي كنيمFبراي محاسبه تابع پتانسيل .  يك ميدان پايدار استFپس ميدان 

                                        
2222

2
yxyx edxexxdMf ++ === ∫ ∫   

Ndxey                                            و       
y

f yx ==
∂
∂ + 22

2  

P.                                  و                       
z

f ≠=
∂
∂

0  

P را اضافه كنيم تا zesinلازم است جمله
z

f =
∂
  .   برقرار گردد∂

Ceezyxfپس   zyx ++= + sin),,(
22

طبـق قـضيه اساسـي حـسابان،        .  اسـت  F  تابع پتانسيل ميدان      

  مقدار انتگرال برابر است با 

                                 .),,(),,( sinsin 11
11100100 eeff −+=−− −  

),(),(                      فرض كنيد  ) مثال
2222 yx

x

yx

y
yxF

++

−=  
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  .را محاسبه كنيد  curlF) الف

∫) ب
C

drf   . دايره ي واحد استC را حساب كنيد كه در آن  .

  :چه نتيجه اي مي گيريد) پ

0                    ) الف
22

222

222

222

222

=
+

−+−
+

+−−=
∂
∂−

∂
∂

)()( yx

xyx

yx

yyx

x

N

y

M  

]                       :دايره ي واحد است پس C)  ب ]π20,

)sin,cos()(:

∈
=

t

tttrC  

 ∫∫ ∫∫
ππ

π==
+

+−−=+=
2

022

2

0

2dt
tt

dtttdttt
dyNdxmdrF

C sincos

)(cos)(cos)sin()sin(
.  

 شرط كافي نمي باشد و در اين LFcur=0نتيجه مي گيريم براي گراديان بودن ميدان شرط ) پ

و ميدان . ت را در نظر بگيريم مبدأ را نيز در بردارد كه شامل دايره ي واحد اسDمسأله چون هر ناحيه 

F 2 روي اين ناحيه از مرتبه يCنمي باشد  .  

  قضيه گرين

 محدود D و  ناحيه C روي مرز بسته Fقضيه گرين رابطه ي بين انتگرال منحني الخط ميدان برداري

  . يك ميدان دو بعدي استFدر اينجا .  را به صورت زير بيان مي كندCبه مرز 

  

  

  

  

  

D 

C 
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يك  D باشد همچنين 2R قطعه اي هموار در  بسته، يك منحني ساده يC  فرض كنيد:قضيه گرين

 داراي مشتقات جزئي پيوسته روي يك Q و Pتوابع دو متغيره ي  باشد اگر C  مرز محدود بهناحيه 

  : باشد آن گاهD ناحيه ي باز شامل

                                    .)( dydx
y

P

x

Q
dyQdxP

DC
∫∫∫ ∂

∂−
∂
∂=+       

  اگر 

                                                    ∫∫∫ =

+=

DC

dAcurlfdrF

jyxQiyxPF

..

),(),(

  

هاي  مي تواند يك منحني قطعه اي هموار باشد يعني اجتماع تعداد متناهي از منحني C منحني:نكته 

  .هموار باشد

) مثلثي به رئوسC   فرض كنيد:مثال )01,− ،( )01, ،(   :باشد و ,10(

),(),( sin yyx exeyyxF
22

2 ++=  

∫مطلوبست محاسبه ي
c

drF.      

  : حل 

                   

             

  

                            

                                                    ( ) 2

2
xeyyxP +=,  

                                                ( ) yyexyxQ sin,
2

+=                                                                                                           

( ) ( ) 112
2

1
21 −=×−=−=−= ∫∫∫ ∫∫ dydxdydxdrF

C

.  
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   به كمك قضيه گرين انتگرال  )مثال

dyxydx
x

xy
I

C

)(ln 2

2

2

1

1
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+

= ∫  

  .را محاسبه كنيد

02 دايره يCكه در آن
22 =++ yyxاست كه در جهت مثبت پيموده شده است .  

  :حل

                                                )(ln, 2
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1
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x
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1
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+ ∫∫∫
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dydx
x
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dyxydx

x

xy
)()(ln       

 f باشد كهf يك ميدان گراديان با تابع پتانسيل Fبا استفاده از قضيه گرين ثابت كنيد اگر :   مثال

 بين دو نقطه به مسير طي شده بين دو نقطه F شده توسط است آن گاه كار انجام2Cاز مرتبه ي 

  .   بستگي ندارد

 

 
 

  :حل

)(قرار مي دهيم  12 CCC −= U قضيه گرين را براي منحني ، Cيم به كار مي بر.  

                                         ∫∫∫ ∂
∂−

∂
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DC

dydx
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x

P
drF )(.  

  چون
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x

f
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Q

∂
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∂
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  در نتيجه

                                                                  
0
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∂∂

∂−
∂∂
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∂
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f
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  و لذا
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∫∫∫

=⇒
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∂
∂−

∂
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0
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DC

drFdrF

dA
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P

x

Q
drF

..

)(.

  

dxyxyedyex مطلوبست محاسبه ي:مثال

C

xy∫ +−−+ )()( 2

22
 داده شده در Cروي منحني 2

  .   است5برابر Dشكل در صورتي كه بدانيم مساحت

  

  

    

  

  

  

   در برخي مواقع كه يك منحني پيچيده داريم بهتر است يك منحني ايده ي اين مثال اين است كه

استفاده كنيم و در منحني بسته حاصل از ) پاره خط واصل بين دونقطه ابتدا و انتهاي منحني(ساده تر 

),( 01 C ′ 

C 
D 
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اين راه حل در صورتي مفيد است كه انتگرال دوگانه داده شده باشد يا به . قضيه گرين استفاده كنيم

  . سبه باشدراحتي قابل محا

)در اين مثال پاره خط واصل بين مبدأ و نقطه ي )01   .ها مي باشدx محور,

                                                       )( CCC −′= U1  

                                   yxyePexQ xy −+−=+= 2

22
2 ,  

                                
5122
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2
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∫∫∫∫
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dydxdydxxx
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  اما
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∫∫

∫∫

∫∫∫
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dtedrF

dtedrF

dtetdrF

drFdrFdrF

t

C

t

C

t

C

CCC

  

 B و A را داشته باشيم آن گاه معادله ي پاره خـط واصـل بـين    B و Aدر حالت كلي اگر دو نقطه ي      

  .     به صورت زير است

[ ]101 ,,)()( ∈−+= tAtBttr  

  

  

  

B 

A 
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يكي از كاربردهاي قضيه گرين استفاده از پاره خط واصل بـين دو نقطـه از منحنـي و تبـديل منحنـي بـه                       

  :حال اين سؤال پيش مي آيد. منحني بسته است

 يـا  C در تعـداد متنـاهي نقطـه واقـع بـر      Fي بسته باشد ولـي ميـدان     يك منحني ساده     Cاگر   •

   نباشد 1C از مرتبه ي Cدرون 

  Cدر تعداد متناهي نقطه درون يا رويFيك منحني ساده ي بسته باشد و ميدانCبه طور خلاصه اگر

   هستند با دايره هايي به مركز آن ها جدا C نباشد، در اين صورت اين نقاط را اگر درون1Cاز مرتبه ي

هستند، با                  C قرار گيرند و اگر اين نقاط رويCكنيم به طوريكه اين دواير كاملاً درونمي

آن گاه با استفاده از قضيه گرين انتگرال روي منحني خواسته شده .  كنيمجدا Cنيم دايره هايي درون

اگر در . روي دايره ها و نيم دايره هاي حاصلبرابر است بايك انتگرال دوگانه به علاوه مجموع انتگرال 

 عبارت حاصل به شعاع دايره ها و نيم دايره ها وابسته بود، مجبوريم شعاع آن ها را به سمت صفر ،انتها

  .ميل دهيم

  .اين روش در صورتي مفيد است كه انتگرال دوگانه حاصل صفر يا داده شده باشد

∫انتگرال  :  مثال +

−

C yx

dxydyx
22

              منحني داده شده در شكلCكه در آن .     را محاسبه كنيد

   .مي باشد

  

  

  

  

   به صورتFميدان :  حل

y 

x 

C 
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                                                ),(),(
2222 yx

x

yx

y
yxF

++
−=  

),(لذا نقطه . تعريف نشده است در مبدأ F. است  را توسط دايره ي 00
1Cجدا مي كنيم  .  

  

  

  

  

  

Cمنحني     به صورت ′

                                              ( ) ( )121 CCCCC −−= UUU  

  در نظر مي گيريم

  ن داريمبا استفاده از قضيه گري

                                                                     ∫
′

=
C

drF 0.  

  و در نتيجه

                             ∫ ∫∫∫ −−+=
C CCC

drFdrFdrFdrF

212

0 ....  

                                                          ∫∫ =

1
CC

drFdrF ..  

                   ∫∫∫∫
ππ

π==+==
2

0

2

0

2

2222

2

1

dt
a

tdtatdta
drFdrF

CC

cossin
..  

:)()sin,cos(كه در اينجا  tatatrC   .  مي باشد1=

   نيز واقع نشود آنگاهCاگر ناحيه شامل مبدأ نباشد و مبدأ روي

2C− 

2C 

2C 

C 
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                                                      0=∫
C

drF.   

  

  

  

  

  

 نباشد مطابق شكل عمل     1C از مرتبه ي     C يا درون    C در تعدادي متناهي نقطه روي مرز      F اگر ميدان 

   .مي كنيم

                            

  

 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

),(),(                       در مثال قبل       
2222 yx

x

yx

y
yxF

++
−=  

مبـدأ روي    ولي هر منحنـي بـسته كـه    ،است π2  مقدار انتگرالهر منحني بسته كه شامل مبدأ باشد      روي  

  .يا درون آن نباشد مقدار انتگرال صفر است

         

  

  D 

2r 

•  

D 
• 

• 
1r 

3r 
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  : با استفاده از قضيه گرينDمحاسبه ي مساحت ناحيه 

 باشد آن گاه c محدود به منحني قطعه اي هموار 2R يك ناحيه ي بسته و كران دار در Dفرض كنيم

   حساب كردا رDبا استفاده از قضيه گرين مي توان مساحت 

                                            dydx
y

P

x

Q
drF

DC

)(.
∂
∂−

∂
∂= ∫∫∫   

اگر عبارت   
y

P

x

Q

∂
∂−

∂
∂

  . استDباشد آن گاه انتگرال دوگانه حاصل برابر مساحت  برابر با يك   

 : حالت در نظر مي گيريم 3

                   

  

  

  

3 مساحت ناحيه محدود به منحني  :مثال

2

3

2

3

2

ayx =+ ، ( )0〉a است را محاسبه كنيد.  

  :حل

   

  

   

                                                                                       

                               [ ]π∈= 20
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( ) ∫ ∫∫
π ππ

−===
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ta
dttattaDA
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)(sincossin  

                                                                                 ( )
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3
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16

3
22 ππ aa

DA == )()(  

  .روش مستقيم استفاده كنيم بسته است مجبوريم از Cدر بعضي از مسائل علي رغم اينكه 

  انتگرال سطح 

  سطوح پارامتري

 توصيف tr)( را مي توانيم توسط تابع برداري يك پارامتري 3R در Cمي دانيم كه يك خم مانند 

   توسط تابعCكنيم يعني 

                                           [ ]battztytxtr ,,)(,)(,)(()( ∈=  

  .مشخص مي شود

),( را توسط تابع برداري Sمشابهاً مي توانيم يك سطح مانند  vur) vو u نمايش )پارامتر مي باشند 

  .دهيم

  فرض كنيم 

)1                                  (kji vuzvuyvuxvur ),(),(),(),( ++=  

 مؤلفه هاي z و y و xبنابراين .  باشدvu در صفحه Dيك تابع برداري تعريف شده روي ناحيه 

  . هستند v و u مي باشند كه توابعي دو متغيره از متغيرهاي rع تاب

3Rzyx توابع پيوسته باشند آنگاه مجموعه تمام نقاط z و y و xاگر     كه ),,(∋

                              ),( vuzz ),(       و       = vuyy ),(        و         = vuxx =  

Dvuكه در آن    .  ناميده مي شودS، سطح پارامتري ),(∋

  معادلات



 ٢٥

                          ),( vuzz ),(       و       = vuyy ),(        و         = vuxx =  

  .  مي ناميمSرا معادلات پارامتري سطح 

  )رسم شكل(

Sدو گروه از خم هاي مفيد روي سطح پارامتري  0uuد دارند يكي از آنها با قرار دادن  وجو′  كه =

0vv  عددي ثابت است و ديگري با قرار دادن 0uدر آن   يك عدد ثابت است حاصل   0v كه در آن =

   .مي شود

  )رسم شكل(

),(فرض كنيد  00 vurنقطه دلخواهي روي سطح پارامتري S 0uuاگر قرار دهيم .  باشد′ = ،

),(آنگاه vur  مطابق 1Cاين تابع خم .  يك تابع برداري يك پارامتري بر اساس پارامتر خواهد بود0

Sشكل را روي  ),( نقطه1Cبردار مماس بر .  مشخص مي كند′ 00 vur توسط مشتق گيري 

),(از vur    حاصل مي شود يعنيV نسبت به 0
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  )رسم شكل(

0vv مشابهاً اگر ),( توصيف شده توسط 2C ، منحني = 0vur  رويS بردار .  به دست مي آيد′

),( در نقطه 2Cمماس بر  00 vur  به صورت  
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),( صفحه اي كه شامل بردارهاي : تعريف 00 vuru  و),( 00 vurv باشد صفحه مماس برS  در نقطه ′

),( 00 vurبردار نرمال اين صفحه برابر .  استvu rr    .  است×

بردار قائم سطح  
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   داشته باشيم يك سطح هموار است اگر براي هر نقطه روي اين سطحS   :تعريف

                                                              0≠
∂
∂×

∂
∂
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r
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r  

  .و پوسته باشد

2222 فرم پارامتري كره : مثال azyx   .  را بنويسيد++=
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 يك سطح قطعه اي هموار ناميده مي شود اگر اجتماع تعداد متناهي سطح هموار Sسطح : تعريف

  .باشد

),( توسط S اگر: نكته*  yxgz    به صورت S داده شده باشد آنگاه فرم پارامتري =

                                                   )),(,,(),( yxgyxyxr =   

  .است
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 ٣٩

∫ استفاده از قضيه استوكس انتگرال خطي  با: مثال
C

drF .
r

kji  را وقتي كه  zxyF
rrrr

++−=  و 2

C 1 منحني بسته اي است كه از برخورد استوانه
22 =+ yx 1  و صفحه ي=++ zyx     حاصل 

  .مي شود

++=1صفحه  S: حل zyxلذا .  در نظر مي گيريمyxz −−= ),(كه  . 1 yx درون دايره واحد 

  .تغيير مي كند

∫∫∫δ                                          طبق قضيه استوكس = dcurlFdrF
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