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  سوم فصل

  توابع چند متغيره

RRDfتابع  : تعريف n
f يـا  ).  مي باشد  f دامنه   fD. ( يك تابع چند متغيره ناميده مي شود       :⊇→

  .  متغيره ناميمn را fبه طور خلاصه 

xyxyxf: مثال += ),,()ln(يك تابع دو متغيره و        ),(2 yzxxyzzyxg ++=  يك تابع يك    2

  .سه متغيره است

  حد و پيوستگي توابع چند متغيره : 3-1

nRa باشد و    D متغيره با دامنه     n يك تابع    f فرض كنيم    :تعريف  a به طوري كه هر همـسايگي        ∋

 نزديك مي شود برابـر      a به   X وقتي كه    Xf)(گوييم حد   .  باشد f از دامنه    aشامل نقطه اي غير از      

Lاست و مي نويسم :  
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=
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)(lim  

   وجود داشته باشد به طوري كه δ〈0 عدد ε〈0اگر براي هر 

                                   00 εδ 〈−⇒〈−〈∈∀ LXfaXDX )(||||:  

RRDfتابع: تعريف n
f lim)()( پيوسته است اگر ∋fDa در :⊇→ afXf

aX
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→
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  باشند آنگاه a متغيره ي پيوسته در نقطه n در تابع g و fاگر : قضيه

gf:  الف   . پيوسته استa در +

gf:    ب    . پيوسته استa در −

gf:      ج   . پيوسته استa در .

اه  آنگag)(≠0اگر : د
g

f در aپيوسته است  .  
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RRDhاگر  : قضيه h RRDf  و    :⊇→ n
f  a در   f  تعريف شده باشند به طـوري كـه         :⊇→

  .  پيوسته استa  درhof پيوسته باشد آنگاه af)( در hپيوسته و 

xyeتابع : مثال
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),( در  00=aپيوسته است  .  

   .با توجه به قضاياي فوق مي توانيم نتيجه زير را براي محاسبه حد داشته باشيم

 را در   aنقطـه   سبه ي حد تابع چند متغيره با توجه به قـضاياي ذكـر شـده كـافي اسـت                     براي محا  :نتيجه

  . مي باشد  a در نقطهfفرمول تابع قرار دهيم اگر حالت مبهم ايجاد نشود مقدار حاصل حد تابع

  .  حدهاي زير را حساب كنيد:مثال
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در توابـع چنـد    همچنـين  . استفاده كـرد هوپيتالدر توابع چند متغيره نمي توان براي رفع ابهام از قاعده ي          

   .ندارد  رابطه ي كوچكتري معناnRچون در . متغيره حد چپ و راست معنا ندارد

براي محاسبه   
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 وقتي كـه يكـي از حالتهـاي مـبهم پـيش آيـد، حـدهاي مـسيري را مطـرح                 

                                                                                      . تغيره مي باشندحدهاي مسيري مشابه حد چپ و راست در توابع يك م. مي كنيم

),( يك مسير عبارت است از يك منحني كه از نقطه ي             :تعريف baA  مي گذرد يا در حـد از ايـن          =
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RnRfDfاگر   :  قضيه ),( تعريف شـده باشـد و        :⊇→ ba             نقطـه ي حـدي دامنـه باشـد در ايـن 
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از آن جايي كه تعداد مسيرهاي مورد نظر بي نهايـت مـي باشـد از قـضيه فـوق بـه صـورت زيـر اسـتفاده                       

  :مي كنيم

اگر حد روي يكي از اين مسيرهاي اصلي موجود نباشد يا روي دو             . چند مسير اصلي را تعريف مي كنيم      

 اگـر روي همـه ي   . حـد نـدارد  fم برابر نباشد در اين صورت تابع    مسير حد وجود داشته باشد ولي با ه       

حد موجود و برابر بود نمي توانيم بگوييم حد وجود دارد ولي مي تـوانيم  ) اصلي(مسيرهاي ذكر شده ي   
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  . شده است يا مجبوريم با روش هاي ديگر حد را رد كنيم
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  fفرمول  با توجه به عبارت هاي ظاهر شده در fمسير خاص تابع  -5

  . در صورت مبهم بودن حد از مسيرهاي اصلي استفاده مي كنيم:  نكته *

  در وجود يا عدم وجود حد زير بحث كنيد  :  مثال  
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  چون روي دو مسير مقدار حد متفاوت است 
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 تابع بستگي به وجود حد روي مسيرهاي ذكر شده در مبحـث حـد دارد لـذا               پيوستگيبا توجه به اين كه      

  .مشابهتاً پيوستگي مسيري را داريم

RRfDfتابع: قضيه →⊆   . روي هر مسير پيوسته باشدf پيوسته است اگر و تنها اگر a در :2

 در مبدأ پيوسته است؟                               fآيا: مثال
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ر اين گونه توابع يا مسير خاص خودشان وجود دارد يا بايد از قضايا استفاده استفاده نمي كنيم زيرا د
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د جملـه اي بـر يكـديگر     مي توان گفت در بيشتر مسائلي كه فرمول توابع به صورت تقسيم دو چن ـ             :نكته

yxمي باشد و در همه ي جملات متغيرهاي           ظاهر شده است بهتر است براي بررسي حـد و پيوسـتگي             ,

mxyمستقيماً به سراغ مسيرهاي  amxy و =   .  برويم معمولاً روي اين مسيرها به تناقض مي رسيم=

 حـد  مواقـع  ها يكسان مي باشد در بـسياري از  α,mر مسأله اي ديديم كه مقدار حد براي تمام      يا  اگر د   
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  .اين مثال نشان مي دهد كه حدهاي مكرر وجود دارند ولي تابع حد ندارد

  حال اين سؤال مطرح است كه اگر حد اصلي موجود باشند آيا لزوماً برابر حدهاي مكرر هستند؟
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  .  آنها پيوسته باشد درfبه طوري كه ) در صورت وجود(نقاطي را روي دايره ي واحد بيابيد ) ب
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نظيـر يـك       . از جمله قضاياي مهم براي توابع حقيقـي پيوسـته، قـضيه ي مقـدار ميـاني و اكـسترمم اسـت                     

  .  يك گوي بسته داريم و دو قضيه ي زير برقرار مي باشدnRفاصله ي بسته در 

   يعني باشدnR درr و شعاع a يك گوي بسته به مركز B  فرض كنيد  :1قضيه 
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ــابع  ــر تـ ــد و B رويfاگـ ــته باشـ 12 پيوسـ aa ــه   , ــوري كـ ــه طـ ــند بـ ــوي باشـ ــن گـ ــاطي در ايـ  نقـ
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  :     مشتق توابع چند متغيره 
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                               .   نشان مي دهيمaf)(ناميده و به
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 عمل تقسيم را تعريف كنيم لذا نمـي تـوانيم تعريـف مـشتق را                nR طور كه مي دانيم نتوانستيم در      همان
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  .بردار نباشد
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  : در اين حالت مي توان گفت. نزديك مي شود
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مثال فوق بـراي    . ه مي كند   محاسب a در نقطه ي     V را در جهت بردار      fمشتق سويي نرخ تغييرات تابع      
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  .بنابراين قضيه زير را براي محاسبه مشتقات جزئي داريم

 براي محاسبه ي مشتق جزيي نسبت به يك متغير كافي است ساير متغيرها را هماننـد عـدد ثابـت        : قضيه

 يك متغيره براي محاسبه ي مشتق جزئي نسبت به متغير مـورد              مشتق توابع  در نظر گرفته و از تمام قوانين      

  . نظر  استفاده كرد
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 آيا از وجود مشتقات جزيي در يك نقطه مـي تـوان پيوسـتگي در آن نقطـه را نتيجـه گرفـت؟                    : سؤال

  خير، مثال بالا

  :  نشان دهيد قضيه ي مقدار ميانگين براي مشتقات جزيي برقرار است:تمرين
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  .  مي باشندb و a بين c و 1cكه 

 a در f موجـود و كـران دار باشـند آن گـاه             a در يـك همـسايگي       f  اگر مشتقات جزيـي       :تمرين

  . پيوسته است
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RnRDf  فرض كنيم     :حل fDyxa تعريف شده باشد و   :⊇→ ∈= ),(  f مـشتقات جزيـي   00
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  :نكات  

  .  وجود مشتق هاي جزيي در يك نقطه پيوستگي در آن نقطه را نتيجه نمي دهد-1

  وجود مشتق هاي جزيي و كران دار بودن آن ها در يك همسايگي نقطه، پيوستگي در آن نقطه را -2

  . نتيجه مي دهد

  .  را نتيجه مي دهدa در f پيوستگي a در يك همسايگي fيوستگي مشتقات جزيي   پ-3
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زيرا پيوستگي مشتقات جزيي در يك همسايگي طبق قـضيه ي اكـسترمم، كرانـداري آن را نتيجـه مـي                   (

  ) را نتيجه مي دهدfي مشتقات جزيي پيوستگيدهد و كران دار

  :مشتقات جزيي مراتب بالاتر

لـذا مـشتق    . فرض كنيد مشتقات جزيي تابع خود توابعي باشند كه مشتقات جزيي آن هـا موجـود اسـت                  

بـه همـين ترتيـب مـشتق جزيـي       مشتق جزيي مرتبه ي دوم ناميده مي شـود  fجزيي از مشتق جزيي تابع   

نمادهايي كه براي مشتقات جزيي مراتب بالاتر به كار مي رود به صورت             . مراتب بالاتر تعريف مي شود    

  .زير است
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همان طور كه مي بينيد ترتيب مشتقات جزيي در اين مثال اهميتي ندارد اما در حالت كلي اين طور 

  .نيست

  :   تابع زير مفروض است )85تمرين 
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با توجه به مثال فوق مي بينيم كه در حالت كلي نمي توان ترتيب مـشتقات جزيـي را ناديـده بگيـريم امـا            

  . قضيه ي زير در اين مورد مفيد است

 پيوسته باشند آن گـاه ترتيـب اهميـت      a در يك همسايگي     f اگر مشتقات جزيي مراتب بالاتر     : قضيه

)()(يعني  . ندارد afaf yxxy =.   

  . تابعي مثال بزنيد كه پيوسته نباشد ولي مشتقات جزيي موجود باشند: مثال
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  . ما يك خط از اين صفحه برداشتيم
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  .مي خواهيم از اين تعريف يك تعريف ديگر به دست آوريم كه تقسيم نداشته باشد
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  . برقرار باشد) 1( را طوري بيابيم كه رابطه ي h و A مشتق پذير است اگر بتوانيم عدد a در fتابع 
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 f مشتق پذير باشد حتماً مـشتقات جزيـي          a در نقطه ي   fهمان طور كه در مثال بالا مي بينيم اگر تابع         

   وجود دارد و aدر 
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