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  فصل اول

   nRبردارها و هندسه ي فضاي 

در اين فصل اعمال اساسي نظير جمع، ضرب اسكالر، ضرب داخلي و ضـرب خـارجي را بـراي بردارهـا                

)(در فضاي دو بعدي      2R   و سه بعدي )( 3R    مربـوط   خواهيم ديد كه بوسيله اعمـال     .  را معرفي مي كنيم 

سـپس سـعي    . به بردارها مي توان يك توصيف سـاده از خـط و صـفحه در فـضاي سـه بعـدي ارائـه داد                       

 بعـدي  n را معرفي نموده و برخـي از مفـاهيم فـضاي سـه بعـدي را بـه فـضاي                   nRخواهيم كرد فضاي    

حقيقت در اين فصل زير ساختهاي مورد نياز براي مطالعه توابع برداري، توابـع  در .  تعميم دهيم nRيعني

  . چند متغيره و ميدان برداري در فصلهاي آينده، فراهم مي شود

   بردارها در فضاي سه بعدي  :1-1

مي دانيم كه هر نقطـه ماننـد        . از مي باشد  براي بيان موقعيت يك نقطه در صفحه، دو عدد حقيقي مورد ني           

P          در صفحه را مي توان توسط زوج مرتب),( ba       نقطـه  از اعداد حقيقي به نام مختـصات دكـارتي P  

 مـي نـاميم و   هـا y و هـا xبراي اين منظور دو خط عمود بر هم رسم نموده و آنها را محـور   . نمايش داد 

),( به مختصات Pمطابق شكل زير نقطه  baرا نمايش مي دهيم  .  

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 نقطه اي   Pاگر  . به همين نحو، نقاط در فضا را مي توان با سه تائيهاي مرتب از اعداد حقيقي نمايش داد                 

),,( داراي مختصات  Pآنگاه گوئيم   در فضا باشد     cba به اين دليل فضا را سه بعدي ناميده و بـه           .  است
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3R   براي نمايش يك نقطه در فضا، يـك نقطـه ثابـت و سـه خـط جهـت دار دو بـه دو                        .  نشان مي دهيم

 نـشان        Oنقطـه ثابـت را مبـدأ ناميـده و بـا      . نتخـاب مـي كنـيم   عمود بر هم كه از نقطه ثابت مي گذرنـد ا       

 .ها مي ناميمzها و محور yها، محور xخطوط جهت دار را به ترتيب محور  .مي دهيم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

),,( به مختصات Pنقطه  cba 3 درRرا به صورت زير نمايش مي دهيم . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
واضـح اسـت كـه در ايـن     .  در دستگاه مختـصات سـه بعـدي مـي نـاميم        Pنمايش قبلي را نمايش نقطه       

),,(ختصات  داراي مOدستگاه نقطه    .  است000

),,(اگر سه تايي     cba نظير نقطه P3 درR باشد، گوئيم a مختص x)   اوليـا مؤلفـه ي  ( ،b  مخـتص 

y)  دوممؤلفهيا ( و ،c مختص z)  سوممؤلفهيا (Pاست  .  
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در قـسمتهاي بعـدي خـواص ايـن مـدل را      . آنچه تاكنون ساخته ايم مدلي از فضاي سه بعـدي مـي باشـد            

نمادهاي زير را براي خط حقيقـي، صـفحه و   . يريمبررسي كرده، سپس تغيير هندسي آن را در نظر مي گ     

  . فضاي سه بعدي به كار خواهيم برد

  . استR همان ′Rدر حقيقت.  نشان داده مي شود′Rخط حقيقي با  -1

),(مجموعه تمام جفتهاي مرتب  -2 yx2قي با  از اعداد حقيRنشان داده مي شود  . 

),,(مجموعه ي تمام سه تايي هاي مرتب  -3 zyx 3 از اعداد حقيقي باRنشان داده مي شود  . 

),,(فـرض كنـيم   .  به صورت زير تعميم داد 3R و   2R به   Rعمل جمع را مي توان از        321 xxxX  و =

),,( 321 yyyY   .  را به صورت زير تعريف مي كنيمY و Xمجموع .  باشند3R دو عضو از =

                                        ),,( 332211 yxyxyxYX +++=+      

),,(عضو   ),,(عنـصر   .  يا عضو خنثـي عمـل جمـع نـام دارد           3R عنصر صفر    3R در   000 321 xxx −−− 

),,(معكوس جمعي    321 xxxX عمـل تفريـق يـا تفاضـل        . نشان مي دهيم   −Xو به   .  ناميده مي شود   =

X و Y 3 درR را به صورت )( YXYX   .  تعريف مي كنيم−=+−

 3Rهـر دو عـضو از   يكي از اينها به نام ضرب داخلي، به .  وجود دارند3Rدو عمل بسيار مهم ديگر در     

عمـل مهـم   . ما ضرب داخلي را در بخشهاي بعـدي مطـرح خـواهيم كـرد        . عددي حقيقي نسبت مي دهد    

 و R∈αبـه ازاي اسـكالر   ) . ضرب يك عدد حقيقي در بـردار     ( ضرب اسكالر نام دارد      3Rديگر براي   

3RzyxXعضو  ∈=   .  را به صورت زير تعريف مي كنيمX در α ، ضرب اسكالر ),,(

                                  .),,(),,(. zyxzyxX ααααα ==  

  خواص جمع و ضرب اسكالر

   اعداد حقيقي باشند آنگاه β و α و 3R بردارهايي درZ و Y و Xاگر 
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XYYX                                              :         تعويض پذير يا جابه جايي-1 +=+   

)()(                                          :           شركت پذيري-2 ZYXZYX ++=++  

XX                                                        :                          عضو بي اثر -3 =+0  

+−=0                                                             :                   عضو قرينه-4 )( XX  

)(.         : توزيع پذيري ضرب اسكالر نسبت به جمع بردارها-5 YXYX ααα +=+      

  : بردار نسبت به جمع اسكالرهاX توزيع پذيري ضرب اسكالر در -6

                                                                                  .)( XXX βαβα +=+  

)()(.:                                                               شركت پذيري-7 XX βαβα =  

..                                         :       عضو بي اثر ضرب اسكالر در بردار-8 XX =1  

),,( را با سه تايي هاي     2Rاغلبما   0yx             2 يكـي كـرده و بـه زبـان هندسـيR     را صـفحه xy  مـي نـاميم  .

  . قرار است نيز بر2Rبنابراين اعمال جمع و ضرب اسكالر همراه با خواص آن براي 

 را بـه عنـوان نقـاطي در فـضا در نظـر         3R باشـد و اعـضاي     3Rآنچه تاكنون ديديم بيان خواص جبـري        

  .  را بررسي مي كنيم3Rاكنون خواص هندسي . گرفتيم

  . م بردار استيكي از مفيدترين ابزار در رياضيات و كاربردهاي آن مفهو

جهت داري تعريف مي كنيم كه از مبدأ شروع مي شود يعني پـاره خطـي بـا انـدازه و                      پاره خط    رابردار  

  . جهت معين كه نقطه شروع اش مبدأ است

در . » مـا در حـال فـرود بـرداري روي بانـد هـستيم                «: براي مثال، خلبان هواپيما هنگام فرود مـي گويـد         

لازم نيـست   . رد كه جهت و فاصله ي هواپيما تا باند را به دسـت مـي دهـد                حقيقت او به برداري اشاره دا     

  .كه بگوئيم در اينجا جهت و فاصله هر دو مهم مي باشند

  . شكل زير چند بردار را نشان مي دهد
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تفاده از تعريف بردار، مي تـوان بـه هـر بـردار             با اس .  نشان مي دهيم   U و   Vبردارها را معمولاً با حروف      

V نقطه ),,( zyx   در فضا كه نقطه انتهاي بردار Vبـرعكس بـه هـر نقطـه     .  است را نسبت داد),,( zyx 

),,(ط ساخت كه  را مربو Vدر فضا مي توان بردار       zyx لـذا  .  نقطه انتهاي آن اسـتV  را بـا ),,( zyx 

),,(يكي مي دانيم و مي نويسيم        zyxV  نـه تنهـا سـه تـايي هـاي مرتبـي از       3Rبه اين دليل عناصـر       . =

),,(سه تايي . ردار نيز ناميده مي شوند    اعداد حقيقي اند بلكه ب      نـشان   O را بردار صفر مي نـاميم و بـا           000

    . اين تنها برداري است كه جهت ندارد. مي دهيم

  

  

  

  

  

  

  

),,(دو بردار    1111 zyxV ),,(و   = 2222 zyxV  انـدازه و يـك    مساوي اند اگر و فقط اگر داراي يك    =

  .جهت باشند

21بنابراين مي توان گفت  VV 2121 اگر و تنها اگر = xxyy == 21  و , zz = .   
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  . نمايش هندسي جمع دو بردار و ضرب يك اسكالر در بردار

21 باشــند بــراي نمــايش 3Rدر  بردارهــايي 2V و 1Vاگــر  VV در     .  بــه صــورت زيــر عمــل مــي كنــيم+

در .  باشد 2V و ضلع مجاور آن      1V  متوازي الاضلاعي مي سازيم كه يك ضلع آن             2V و   1Vصفحه ي     

21اين صورت  VV    مي باشد و در جهـت قطـر           2V و   1V برداري است كه نقطه شروع آن نقطه شروع          +

  .متوازي الاضلاع است

   

  

يعنـي  . در شكل زير سازگاري تعريف هندسي جمع با تعريف جبري آن در صفحه نشان داده شده است                

),(                         نشان داديم اگر 111 yxV ),(   و   = 222 yxV =   

),(آنگاه                                         212121 yyxxVV ++=+  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 برابـر  α بـرداري اسـت كـه انـدازه ي آن     Vα باشد آنگاه 3R برداري در V يك اسكالر و  αاگر  

  .  باشدα〉0 اگر استV و داراي جهت مخالف α〈0 است اگر V و هم جهت باVاندازه 
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ــر  ــايي در 2V و 1Vاگ ــايش 3R  برداره ــراي نم ــند ب 21 باش VV ــه− )( از رابط 2121 VVVV   و −=+−

  . نمايش جمع دو بردار استفاده مي كنيم

      

  

  

  

1212چون  VVVV =−+   .  بنابراين مي توان نمايش زير را بكار برد)(

  

  

  

),,(اگـر   : نتيجه 111 zyxA ),,( و   = 222 zyxB  باشـند آنگـاه بـرداري كـه نقطـه           3R دو نقطـه در      =

   مي باشد به صورت B و نقطه انتهاي Aشروع آن 

                                        ),,( 121212 zzyyxxAB −−−=  

  . است

  .  استA و برداري با نقطه انتهايي B تفاضل برداري با نقطه انتهايي ABدر حقيقت بردار 

به عنوان يـك مثـال سـاده، اگـر     . ي جمع برداري در بسياري از وضعيتهاي فيزيكي مفيد است       تغيير هندس 

21سرعت برآيند، يعنـي   .  پرواز كند  2Vبادي با سرعت   در   1Vيك هواپيما با سرعت    VV  چيـزي اسـت     +

  . كه ما مي بينيم
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    nR فضاي 

مبحثهاي آينده ما نياز بـه فـضاي        .  آشنا شده ايم   3R و   2Rتاكنون با فضاهاي دو بعدي و سه بعدي يعني        

n بعدي يعني nRداريم .  

                                            { }RxxxxR in
n ∈= ,),...,,( 21  

),,...,(اگــر  nxxxX ),,...,(  و =21 nyyyY  باشــد آنگــاه R∈α و nRنقــاطي در     =21

  .  جمع و ضرب اسكالر به صورت زير تعريف مي شود3Rمانند

                            
.),...,,(),...,,(

),....,,(

nn

nn

xxxxxxX

yxyxyxYX

ααααα 2121

2211

==
+++=+

   

  . در اينجا نيز برقرار است3Rهشت خاصيت جمع و ضرب اسكالر در مورد 

nR          همراه با جمع و ضرب اسكالر يك فضاي برداري روي R  و هـر عـضو آن يـك    .  ناميده مـي شـود

 nRداريم كه فضاي حقيقي سه بعدي مي باشد، لـذا نمـي تـوان بردارهـا در                توجه  . بردار ناميده مي شود   

 بـه دو  خـط دو  n است را نمايش داد، گرچه به لحـاظ تئـوري مـي تـوانيم بگـوييم كـه        n〈3وقتي كه   

 را در اين دستگاه Xنقطه . رد را در نظر مي گيريم    عمود بر هم كه از يك نقطه ثابت به نام مبدأ مي گذ            

 وصل مي شود برداري اسـت بـا نقطـه انتهـايي             Xپاره خط جهت داري كه از مبدأ به         . نمايش مي دهيم  

X.   

nRVاگر  : تعريف ),,...,( يك بردار باشد و      ∋ nxxxV  را بـا نمـاد      V ، آنگـاه طـول يـا فـرم           =21

V يا Vنشان مي دهيم به صورت زير تعريف مي شود  .  
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2RVاگر     آنگاه،اشد ب∋

                                                     2

2

2

1 xxV +=  

2RVاگر     باشد، آنگاه∋

                                               2

3

2

2

2

1 xxxV ++=    

RVواضح است اگر      ، آنگاه    ∋
1xV xxV و   = == 2

لذا مي توان گفت طول بردار تعمـيم         . 1

  .  مي باشدnR بهR از قدر مطلق

2RU بردار:تعريف    .U=1  را يكاني يا يكه ناميم در صورتي كه∋

),,(بردار :  مثال
3

1

3

1

3

1=U 3  درRيكه است  .  

 باشد ، آنگاه بردار V≠0اگر 
V

V بردار يكه در راستاي  Vاست .  

  ضرب داخلي

),,...,(اگــر: تعريــف nxxxV 211 ),,...,(   و = nyyyV 212  باشــند آنگــاه nRردارهــايي درب  =

〉〈   را كه با نمادهاي 2V و  1Vضرب داخلي يا ضرب نقطه اي      21 VV 21  يا  , VV  نشان مـي دهـيم بـه    .

  .صورت زير تعريف مي شود

                                 ∑
=

=+++=
n

i
iinn yxyxyxyxVV

1

221121 ....  

  خواص ضرب داخلي

VUفرض كنيم    .  باشندR∈α و nR بردارهايي درW و ,

VUUV                                                                       جابه جايي        -1 .. =.      

WVUVWUV             توزيع پذيري نسبت به جمع                      -2 ..)(. +=+.    
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3-                                                                                             OVO =..    

4-                                                         )(.).(.).( UVUVUV ααα ==.    

 5-                                                                                       2VVV =..    

خاصـيت  .  قابـل اثبـات اسـت   nRهمه خواص فوق با توجه به تعريف ضرب داخلي و ساير اعمـال روي       

  . رم مورد استفاده قرار مي گيردنپنجم براي اثبات بسياري از نامساوي ها و تساويها براي 

UV=0 بر هم عمود ناميم اگر nR را در U و Vدو بردار غير صفر : تعريف ..    

ــف ــاي : تعري برداره
12 VVVR ــر     nR  در ,....,, ــراي ه ــه ب ــورتي ك ــاميم در ص ــي ن ــستقل خط  را م

Rn ∈ααα ,....,,    ، اگر 21

                                               02211 =+++ nnVVV ααα ....        

021                                    آنگاه               ==== nααα .....    

),(بردارهاي :  مثال 011 =V  و  ),( 212 =V 2  درRمستقل خطي است .  

  .  مي ناميم را كه مستقل خطي نباشند را وابسته خطيnRيك مجموعه از بردها در 

),(بردارهاي : مثال 211 =V و ),( 112 −=V و ),( 153 −−=Vوابسته خطي اند چون   

                        ),(),(),(),( 001132121532 213 =−−+−−=−+ VVV  

  .  مستقل خطي باشندتا بردار مي توانندn حداكثر nRثابت مي شود در

ــر :تعريـــــــف 12 اگـــــ VV ــايي در kV و ....,, ــردار nR بردارهـــــ ــاه بـــــ ــند آنگـــــ  باشـــــ

kkVVVV ααα +++= 12  را بـــردار توليـــد شـــده توســـط بردارهـــاي     2211.... VV              kV و ....,,

)....(ي ناميمم Rk ∈+++ ααα 21.   
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 اســت كــه مجموعــه nR مجموعــه اي از بردارهــاي مــستقل خطــي در nRيــك پايــه بــراي: تعريــف

  .  باشدnRبردارهاي توليد شده توسط آنها برابر كل 

  .  استnR يك پايه براي nR بردار مستقل خطي در nهر با توجه به بحثهاي قبلي مي توان گفت كه 

),(بردارهاي : مثال 211 =V و ),( 012 =V 2 يك پايه برايRمي باشند  .  

پايه داراي طول يك باشد و دو بـه دو   ناميم در صورتي كه هر بردار        يك پايه را يكه ي متعامد     : تعريف

  . عمود بر هم باشند

در بحث فضاهاي برداري سعي مي شود همواره يك پايه ي يكـه ي متعامـد بـراي فـضا در نظـر گرفتـه                         

روشي نيز به نام روش گرام اشميت وجود دارد كه نحوه ساختن يك پايه ي يـك متعامـد از يـك         . شود

  .ي دلخواه را بيان مي كندپايه 

   به صورت زير استnR پايه يكه ي متعامد براي:مثال

                   { }),,....,,(,....,),....,,(,),....,,( 1000010001 21 ==== neeeβ     

ie  باشد آنگاه n=2اگر  == ),( je و011 == ),(    و102

ieباشد، آنگاه n=3 اگر  == ),,( 0011
je  و == ),,( 0102

ke و  == ),,(   . مي باشد1003

 عمود بر هم و بـراي   از دو خط2R دو به دو بر هم عمودند، لذا براي نمايش     kو   j و iچون بردارهاي   

3Rاز سه خط دو به دو عمود بر هم استفاده مي كنيم .  

nاگر  
n RxxxV ∈= ),....,,(     آنگاه 21

                                          nnexexexV +++= ....2211
  

),,(بردار : مثال 322 −=V3 درRمي توانيم به صورت زير بنويسيم را   

                                                        kjiV
rrr

322 +−=   
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طه شـروع   زاويه اي است بين آن دو وقتي كه با يك نق         3R در   U و   Vزاويه ي بين دو بردار      : تعريف

πθ ناميم و θاين زاويه را . رسم شوند   . است0≥≥

  

  

  

  

  

  

πθ   يا  θ=0 موازي باشند آنگاه  U و Vاگر دو بردار: تذكر =.    

فيزيكدانان اين قضيه را    . داخلي را بر اساس زاويه بين دو بردار و طول آنها بيان مي كند             قضيه زير ضرب    

  . به عنوان تعريف ضرب داخلي به كار مي برند

   باشد، آنگاه U و V زاويه بين دو بردارθاگر : قضيه

                                                  θcos... UVUV =   

  .  در شكل زير به كار مي بريمOABقانون كسينوسها را براي مثلث : برهان

  

  

  

  

  

  

)1                             (θcos. UVUVUV 2
222 −+=−  

  با توجه به رابطه ي ضرب داخلي و طول بردار داريم

  

U 

V 

θ 

z 

UV − 

θ 

y O 

B 

A 
V 

U 

x 
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)2       (               UVUUVVUVUVUV ...)(.)( 2
2 −+=−−=−  

  نتيجه مي گيريم) 2(و ) 1(از رابطه 

   .                                                     θcos... UVUV =  

  .قضيه فوق به ما كمك مي كند كه بتوانيم زاويه بين دو بردار را محاسبه كنيم

   باشد آنگاه3R درU و V زاويه بين دو بردار θاگر : نتيجه

                                                      
UV

UV

.

.
cos =θ  

),,( زاويه ي بين دو بردار :مثال 122 −=V و ),,( 235 −=Uرا محاسبه كنيد .  

38235چون  : حل
222 =+−+= )(U 3144 و =++=Vبا توجه به نتيجه بالا داريم    

                              
383

2

383

213252

383

=−+−+×== )()()(.
cos

UVθ  

                                      .   0
461      يا     84

383

21

/)(cos ≅= −θ  

  . را نيز به صورت زير تعريف كنيمnRبا توجه به نتيجه بالا مي توانيم زاويه بين دو بردار در

nRn  بردارهايي مخالف صفر در     U و   Vاگر  : تعريف )(  زاويـه بـين دو بـردار    θ  باشند، آنگـاه     ≤2

  برابر است با

                                                 
UV

UV

.

.
cos 1−=θ    

  :حاصلضرب خارجي

UV است كه با نمـاد 3Rر  يك بردار د3R  در U و   Vحاصلضرب خارجي دو بردار        نـشان داده  ×

  . مي شود و به صورت زير تعريف مي شود

),,( اگر:تعريف 321 xxxV ),,(  و = 321 yyyU    باشند آنگاه3R بردارهايي در=
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                      ),,( 122131132332 yxyxyxyxyxyxUV −−−=×  

  .  تعريف مي شود3R ضرب خارجي فقط براي بردارها در:تذكر

 دترمينـان بـه صـورت    بردار را به ياد بياوريم از نماد    براي اينكه به راحتي فرمول حاصلضرب خارجي در         

  .زير استفاده مي كنيم

                                   k
yy

xx
j

yy

xx
i

yy

xx
UV

21

21

31

31

32

32 +−=×  

  بنابراين

                                           .

321

321

yyy

xxx

kji

UV =×  

),,(حاصلضرب خارجي دو بردار: مثال 111 −=V و ),,( 120=Uرا محاسبه كنيد .   

          ),,()()()( 213020121

120

111 −=−+−−−−=−=× kji

kji

UV  

  . ن مي كندقضيه زير يكي از خواص بسيار مهم حاصلضرب خارجي را بيا

UV بردار: قضيه   .  عمود استU و V بر هر يك از بردارهاي ×

),,( فرض كنيم :برهان  321 xxxV ),,(  و = 321 yyyU   داريم . =

           

0

132231321321231321

312212313123321

3

21

21

2

31

31

1

32

32

=
−++−−=

−+−−−=

+−=×

yxxyxxxxyyxxyxxyxx

xyxyxxxyyxyxyxx

x
yy

xx
x

yy

xx
x

yy

xx
VUV

)()()(

.)(

            

   ثابت مي شودمشابهاً

     .                                                         0=× UUV .)(  
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UVبنابراين    .  عمود استU و V بر هر يك از بردارهاي ×

UVبراي تعيين جهت بردار     از قانون دست راست استفاده مي كنيم براي اين منظور اگر دو بـردار بـا            ×

 قرار مي دهيم به طوري كه  Vدست راست خود را در راستاي بردار        . يك نقطه اوليه يكسان رسم شوند     

 باشد آنگاه جهت انگشت شصت دسـت راسـت، جهـت      U به   Vجهت بسته شدن انگشتان دست را از        

UVبردار     . نشان مي دهد×

  عكس دست راست رسم شود(                             

  .)                                          شصت به سمت بالا باشد

  

   باشد، آنگاهU و Vار  زاويه بين دو بردθاگر : قضيه

                                             θsin.. UVUV =×  

),,(فرض كنيم : برهان 321 xxxV ),,(  و = 321 yyyU   داريم . =

  

θθ

θ
222222

22222222

2

332211

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

2

1221

2

3113

2

2332

2

1 sin.)cos(.

cos..).(.

)()()(

)()()(

UVUV

UVUVUVUV

yxyxyxyyyxxx

yxyxyxyxyxyxUV

=−=

−=−=

++−++++=

−+−+−=×

  

πθچون      است پس0≥≥

   .                                θsin.. UVUV =×  

   . UV×=0 موازي اند اگر و تنها اگر U و Vدو بردار غير صفر: نتيجه

متـوازي الاضـلاعي را كـه    يكي از كاربردهاي حاصلضرب خـارجي دو بـردار مخـالف صـفر مـساحت           

  . توسط آن دو بردار ساخته مي شود

  

U 
V 
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×== U و Vمساحت متوازي الاضلاع ساخته شده توسط      )sin.(. θUVUV  

),,(مساحت مثلثي به رئوس : مثال 121P و ),,( 102−Q و ),,( 111 −Rرا محاسبه كنيد .  

  :حل

  

                                                 

                                                   ),,( 023 −−=PQ   

                                                     ),,( 030 −=PR  

                                                         PRPQ ×=
2

   PQRمساحت مثلث    1

                                   ),,( 900

030

023 =
−
−−=×

kji
PRPQ  

  لذا

                                       .
2

9
9

2

1   PQRمساحت مثلث  = ×=

 دو به دو بر هم عمود مي باشند، لذا بـا اسـتفاده از قـانون دسـت راسـت                      k و   j و   iمي دانيم بردارهاي    

  مي توانيم بنويسيم

                          jik ikj        و        ×= kji        و         ×= =×  

                     jki ijk     و             ×=− kij         و          ×=− −=×  

  مشاهده مي كنيم كه 

V 

θ 

U 

θsinU 

P 
R 

Q 
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                                                     ijji ×≠×  

  . بنابراين ضرب خارجي خاصيت جابه جايي ندارد

  همچنين

                                               jkijii =×=×× )(  
  و 

                                                00 =×=×× jjii )(  

  لذا در حالت كلي. بنابراين خاصيت شركت پذيري نيز در مورد ضرب خارجي بردارها برقرار نمي باشد

                                            )()( WUVWUV ××≠××  

VUكه در آن    . باشند مي3R بردارهايي در W و ,

  . در قضيخ زير خواصي كه براي ضرب خارجي بردارها برقرار باشند، بيان شده است

VUاگر ) : خواص ضرب خارجي ( قضيه     .R∈α باشند و 3R بردارهايي در W و ,

1-                                               VUUV ×−=×  

2-                              )()()( UVUVUV ααα ×=×=×  

3-                                 WVUVWUV ×+×=×× )(  

4-                                 WUWVWUV ×+×=×× )(  

5-                                    WUVWUV .)()(. ×=×  

6-                            WUVUWVWUV ).().()( −=××.     

  . اثبات خواص فوق با استفاده از تعريف حاصلضرب خارجي بردارها به راحتي حاصل مي شود

خاصيت پنجم حاصلضرب عددي سه بردار ناميده مي شود و با توجه به تعريف ضرب خارجي و ضرب                  

  .ي توانيم بنويسيمداخلي م
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321

321

321

zzz

yyy

xxx

WUV =× )(.  

),,(,),,(كه در آن  321321 xxxVyyyU ),,(  و  == 321 zzzW   .  مي باشد=

بــراي توصــيف هندســي مفهــوم ضــرب عــددي ســه بــردار مــي تــوانيم متــوازي الــسطوح ســاخته شــده   

VUتوسط   . را همانند شكل زير در نظر بگيريمW و ,

   

  

  

  

WUAمساحت قاعده ايـن متـوازي الـسطوح برابـر         WU وV زاويـه ي بـين   θاگـر   . =×  باشـد  ×

θcos.Vhر آنگاه ارتفاع متوازي السطوح براب   لذا داريم.  است=

                           θcos.. VWUAh    حجم متوازي السطوح==×

                                            .)(. WUV ×=   

  :بنابراين مي توان گفت

VUحجم متوازي الـسطوح توليـد شـده توسـط بردارهـاي               برابـر انـدازه حاصلـضرب       3R  در    W و   ,

  عددي آنها است يعني

                                                .)(. WUV    حجم=×

),,(,),,(,),,(حجم متوازي السطوحي به رئـوس       : مثال 101100112 −− PQR   و ),,( 012D  را 

  .محاسبه كنيد

  

W 

V 

WU × 

U 

θ 
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                                    : حل

                                           
),,(

),,(

),,(

111

011

201

=
=

−=

PD

PR

PQ

  

                                                      

                    

  

  3Rمعادلات خط و صفحه در فضاي 

 در صورتي مشخص مي شود كه يك نقطه روي آن و جهت يا راستاي خط مـشخص              3Rيك خط در    

بردار مشخص مي شود بنابراين مي توان گفت براي نوشـتن معادلـه خـط               راستاي يك خط با يك      . باشد

L       نياز به يك نقطه مانند ),,( 000 zyxP   روي L        و برداري موازي با آن مانند V ايـن بـردار را     .  داريم

  . بردار هادي خط مي ناميم

),,(اگر  zyxQنقطه دلخواهي روي   

  موازي PQ باشد، آنگاه بردار Lخط 

),,(فرض كنيد .  استVبردار  cbaV   داريم . =

               
),,(),,(

),,(),,(:||

ctzbtyatxzyx

cbatzzyyxxRtVPQ

+++=⇒

=−−−∈∃⇒

000

000  

),,( كه از نقطهLبنابراين معادلات پارامتري خط    000 zyxP مي گذرد و موازي بـردار ),,( cbaV = 

  .است به صورت زير است

                       ctzzbtyyatxx +=+=+= 000 ,,  

00اگر   ≠≠ ab  به L  از معادلات پارامتري معادلات متقارن خط        t  باشد آنگاه با محاسبه       c≠0  و    ,

  صورت زير حاصل مي شود

),,( zyxQ 

V 
L 

),,( 000 zyxP 

.),,()(. 1001

111

011

201

=−=
−

=×= PDPRPQ حجم 
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c

zz

b

yy

a

xx 000 −=−=−               

),,( توسط يك نقطه مانند 3Rيك صفحه در     0000 zyxP  روي آن و يك بردار ماننـد ),,( cban = 

  .بردار قائم بر صفحه ناميم را بردار نرمال يا nبردار . عمود بر آن مشخص مي شود

  

  

  

  

  

),,(اگر zyxQ نقطه اي دلخواه روي صفحه باشد آن بردار nبر بردار PQبنابراين.  عمود است  

                                                      .. 0=PQn    

با توجه به تعريف ضرب داخلي، معادلـه زيـر كـه معادلـه              . له فوق را معادله برداري صفحه مي ناميم       معاد

  عددي صفحه ناميده مي شود، حاصل مي شود

                                         0000 =−+−+− )()()( zzcyybxxa  

  با ساده كردن عبارت فوق داريم

                                                        dczbyax =++  

000                                كه در آن        czbyaxd ++=  

),,(معادله صفحه اي را بنويسيد كه شامل نقاط :  مثال 111P ، ),,( 111 −−Q   و),,( 012Rباشند .  

),,(بردارهاي: حل 220 −−=PQ  و ),,( 101 −=PR   صـفحه ي مـورد نظـر    .  را در نظـر مـي گيـريم

PQPRلذا .  مي باشدPR و PQشامل   .   را مي توانيم به عنوان بردار نرمال صفحه در نظر بگيريم×

),,( 0000 zyxP 

),,( zyxQ 

),,( cban = 
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                                 ),,( 222

220

101 −−=
−−
−=×
kji

PQPR  

PQمعادله صفحه را با بردار فوق و هر يك از نقاط    .  مي توانيم بنويسيمR  يا ,

                                        
.

)()()(

1

2222

0121212

=+−⇒

=+−⇒

=−−−+−−

zyx

zyx

zyx

  

يك خط موازي با يـك صـفحه اسـت اگـر     . وازي باشنددو صفحه موازي ان اگر بردارهاي نرمال آنها م        

  .باشدبردار هادي خط عمود بر بردار نرمال صفحه 

++=1زاويه بين دو صفحه  : الف: مثال zyx     132 و =+− zyxرا محاسبه كنيد  .  

  . معادله خط فصل مشترك دو صفحه را محاسبه كنيد: ب

  :    حل

  نرمال صفحات به ترتيب برابر است بابردار : الف

                                   ),,( 3212 −=n           و                 ),,( 1111 =n     

  آنگاه  باشد، 2n  و  1n زاويه ي بين θبنابراين اگر 

                               
01

21

21

72

42

2

42

2

941111

312111

≈=

=
++++

+−+==

− )(cos

)()()(

.

.
cos

θ

θ
nn

nn

  

  بردار هادي خط فصل مشترك برابر است: ب

                              .),,( 325

321

11121 −−=
−

=×=
kji

nnV  
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ا برابـر   رzبراي به دست آوردن يك نقطه روي خط فصل مشترك در دستگاه زير يكي از متغيرها مثلاً         

  صفر قرار دهيم

                                                            




=+−
=++

132

1

zyx

zyx  

),,(پـس    . y=0 و   x=1 داريم   z=0با قرار دادن     001P .          رك بـه   بنـابراين معادلـه خـط فـصل مـشت

  .صورت زير است

                                                    .
325

1 zyx −=−=−  

  

  

                                

  

                              

  

  

  

         

  

  

  

  

  


